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BUSQUEDA DE UNA ESTRATEGIA METODOLOGICA
PARA RELACIONAR VARIABLES CUANTITATIVAS
EN SITUACIONES LIMITE

Fco Javier Diaz-Lranos Y SAINZ-CALLEJA
CARMEN CERMENO CARRASCO

RESUMEN

El establecimiento de interrelaciones de una variable cuantitativa a explicar y con,
p variables explicativas cuantitativas:

X1 X25000 Xp

(medidas en una muestra de tamafio n), mediante el método de minimos cuadrados
- «EN SITUACIONES LIMITE» como: presencia de multicolinealidad, nimero
menor de individuos que variables o,datos ausentes -, ofrece resultados —DE PRE-
DICCION— poco comprensibles para el investigador. Sin embargo, el método de
minimos cuadrados parciales, resuelve dichas situaciones con exito.En el presente
trabajo, analizaremos ambos métodos para variables cuantitativas-explicativas-y,en
especial, el de minimos cuadrados parciales y.finalmente, aplicaremos 4 estrategias
cuando estas variables estan altamente correlacionadas.

INTRODUCCION

El problema del ajuste de un conjunto de puntos representados en un sistema de
ejes coordenados por una recta o —mds generalmente— por una curva, «sensus
lato»,era objeto de estudio desde mediados del siglo XVIII(Ledonhard EULER, 1749;
Johan Tobias MAYER,1750).Sin embargo, la primera mencién al método de minimos
cuadrados, fue atribuido a Adrien-Marie LEGENDRE (1805).En dicho estudio, se
consider6 este método como: «el méds adecuado para relacionar variables de forma
lineal» sefialandose, —ademas— la conveniencia de la eliminacién de individuos ati-
picos para optimizar el establecimiento de dichas interrelaciones. Dichos resultados,
son concordantes con lo encontrado, actualmente (CERMENO y DIAZ-LLANOS,
2000). Mas tarde, Benjamin PEIRCE (1852) (segtin apuntaria posteriormente, STI-
GLER,1873), establece un primer criterio para la deteccion de datos atipicos —el
cual— fue criticado por AIRY 4 afios mds tarde (1856).
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Por otro lado, LEGENDRE, utiliz6 en su realizacién un Teorema fundamental.
Dicho Teorema, fue reivindicado - como suyo - por Carl Friedrich GAUSS, un afio
después(1806) quien, ademas, reivindicé su utilizacién desde 12 afios antes de la pu-
blicacién de LEGENDRE en 1805.

Por tltimo, merece la pena destacar la introduccién del método de minimos cua-
drados, realizada por Robert ADRAIN(1808), quien, aport6é un punto de vista de gran
interés, complementario al de los trabajos realizados por sus antecesores.

Sin embargo,dicho método, no pudo ser justificado hasta la llegada de la ley de
LAPLACE-GAUSS, «bautizada» por Karl PEARSON, a finales del siglo XIX(1893),
como «ley normal>».

PASADO, PRESENTE Y FUTURO SOBRE LAS LIMITACIONES PARA
RELACIONAR VARIABLES: se ha constatado, en numerosas ocasiones que, la
presencia de la multicolinealidad conlleva a situaciones de «inestabilidad» de los
coeficientes de regresion y,que,estos, pueden ser «no significativos» cuando las varia-
bles explicativas estin muy correlacionadas con la variable a explicar, produciendo
dificultades de interpretacién de la ecuacién de regresioén lineal a causa, de signos
errdticos en los coeficientes de regresién y, por tanto, la aplicacién del método de
minimos cuadrades, conduce a resultados poco comprensibles para los investigadores
que se dedican a las ciencias experimentales.

Aunque, es interesante no sélo detectar la multicolinealidad (BELSLEY ,KUH y
WELSH, 1980; FOUCART, 1992; TOMASSONE vy colaboradores, 1993; ERKEL-
ROUSSE,1994/1995,1995), sino también, tomar medidas para atenuarla
(CAZES,1991;FOUCART,1992;IEMMA y PALM,1995) sin embargo, la ecuacién de
prediccion lineal bajo estas medidas sigue siendo —en ocasiones— poco comprensi-
ble para el investigador.

Otras dos situaciones limite son:1)nimero menor de individuos que variables y
2)datos ausentes.

En cuanto a la 1. una situacién que contempla menos individuos que variables,
conlleva —sistematicamente— a que el determinante de la matriz

X'x

—que hay que resolver para la obtencién de los coeficientes de regresién— «sea nulo»
y, por tanto, no haya modo de encontrar tales coeficientes.

Asi como, la situacién anterior no ha sido estudiada por su propia trivialidad ésta,
si lo ha sido.

En cuanto a los datos ausentes:
El algoritmo NIPALS(Nonlinear iterative Partial Least Squares, H-WOLD y

E.LYTTKENS,1969), permite la realizacién de un andlisis de datos ausentes —en
componentes principales— del triplete estadistico

(x,0.D)
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donde,
X: es la matriz de datos cuantitativos de dimensiones nxp.

Q: es la métrica que permite calcular la distancia entre individuos de dimensio-
nes pxp.

D: es la métrica que permite calcular la distancia entre variables de dimensiones
nxn.

En dicho anilisis, no es necesario la supresién de los individuos, con datos ausen-
tes ni, la estimacién de dichos datos.

Debido a estos hechos, no comprendemos la «escasa difusién» de dicho algoritmo;
el cual, sin embargo, si se encuentra contenido en el paquete de programas SIMCA
(Svante WOLD, en sus tres versiones:1991,1996 y 1998, respectivamente).

De todos estos resultados concluimos que:el método de minimos cuadrados
—intensamente utilizado para relacionar variables— no funciona bien en las situacio-
nes limite tales como:la multicolinealidad, menor nimero de individuos que varia-
bles y datos ausentes, aconsejamos sustituirlo por el:método de minimos cuadra-
dos parciales.La regresién PLS fue propuesta por Svante WOLD, Harald MARTENS
y Herman WOLD en el afio 1983.En este mismo afio, Svante WOLD y colaboradores
(1983) muestran la regresiéon PLS y su utilidad en las ciencias experimentales.

El hecho de que en octubre del afio 1999 se celebrase un Simposium sobre los
métodos PLS en Jouy-en-Josas (Francia), es un indicador positivo de que, los métodos
PLS —son y serdn— el punto de mira cuando se quiera relacionar variables de
cualquier naturaleza, bajo un contexto lineal o no lineal.

Como aplicacién al modelo no lineal, no contemplado en el libro de Michel TE-
NENHAUS (1998) hemos de indicar que, en mayo del afio 2000 en las XXXII Jour-
nées de Statistique en Fes-Maruecos, éste presenté una comunicacion sobre la regre-
sién logistica PLS.Una linea de interés, es el estudio de la regresiéon PLS2 cuando los
dos bloques de variables sean cualitativas.Que nosotros sepamos, esta linea de inves-
tigacién se estd desarrollando en Francia bajo distintos enfoques (Michel TENEN-
HAUS,1995,1998; Jérome PAGES y Michel TENENHAUS,1999;Pierre CA-
ZES,1996,1997).

UNA REFLEXION EN CUANTO A LA NORMALIZACION DE LOS DATOS
Vamos a presentar a continuacién dos tipos de normalizaciéon de datos que se
encuentran con frecuencia en las referencias bibliograficas y en especial en

(AUDRAIN,LESQUOY-de TURCKHEIM, MILLER y TOMASSONE,1992,pp.179-
180).

— El primero, consiste en restar para cada una de las variables su media, y dividir
por la raiz cuadrada de la suma de cuadrados de las desviaciones a su media.
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xyoaxlle—=2L (i=12..n;j=12..p)

— El segundo, consiste en restar para cada una de las variables su media vy,
dividivir por la raiz cuadrada de la suma de cuadrados de las desviaciones a su media
dividido por (n-1).

Operaciones intermedias

Aunque, las operaciones intermedias que hay que realizar para llegar a los coefi-
cientes de regresion difieran del tipo de normalizacién de los datos, los coeficientes de
regresioén asociados a las variables

ap ]
X1 X2 s Xp

y a las variables

2] 2] 2]
X1 5 X2 seees Xp

son los mismos.

— En la primera normalizacién de los datos las operaciones son las siguientes:

i=n

2(3’1-[” )2 =1 (i=12,..,n)

i=1

i=n

Z(x{,”)z =1 (i=12...m;j=12,.p)

i=]
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( yi gl )=r,v,,\-,- (i=12,m; j=1,2,..,p)
i=]

1] (1 ; i
(X{/]A‘,{f'/ )zr,\-,-.x,-’ (i=12,.n;j#])

— En la segunda normalizacién de los datos las operaciones son las siguientes

i=n

Z()’,[Zj)z=(”‘]) (i=12,...,n)

i=1

i=n

Z(x{,”)z —(n-1) (i=12,...n;j=12,...p)

( ylm ,\{jzj ):(71—])1‘”\-] (i=1,2,..,n,j=1,2,..,p)
1

(el 2l )= n-D)r o (= 1,200m: % 1)

Cilculo de los coeficientes de regresion

Tanto en la primera, como en la segunda normalizacién de los datos, los coefi-

cientes de regresioén afectados, tanto por unas como por otras variables, son los mis-
mos.

Partimos de la expresion que nos permite calcular los coeficientes de regresion.

Para la primera normalizacion:

BA/// _ (X/”T X/” )*1 X/]/‘ y/l]

Dado que
X///” x"'=R

Fry

T Vxa

X"y

Fyx,

169



la férmula para el célculo de los coeficientes de regresion es la que a continuacién
mostramos,
Fyx;

Fyx;
All]

Vyx,

Para la segunda normalizacién:

Bm = (Xm" X )1 Xy

Dado que

X" X" =(n-1)R

Fyx,

Ty,

Xy =(n-1)

b

la férmula para el cilculo de los coeficientes de regresién es la que a continuacién
mostramos:

Ty,

Ty,

Al2] 4

Ty,

Xp

De lo que concluimos que los coeficientes de regresién son un invariante con
respecto al tipo de normalizacién:

Al Al

B =B

170



Ecuacién de prediccién lineal en funcién de las variables normalizadas por el
primer caso.

Deshaciendo el cambio, llegamos a la ecuacién de prediccién en funcién de las
variables originales

Ecuacién de prediccién lineal en funcién de las variables normalizadas por el
segundo caso.

i

J=pP [2]'
2] _ n 2]
y =28 x
j=1

Deshaciendo el cambio, llegamos a la ecuacién de prediccién, en funcién de las
variables originales

SCDy 2]

scp, T

Dado que

NN

B, =B, (=1..p)
se concluye que, el tipo de normalizacién, no influye en la ecuacién de prediccion
lineal.
VARIABLES EXPLICATIVAS ORTOGONALES

Cuando todas las variables explicativas

Xi1sX2500005Xp

sean ortogonales —condicion que siempre se verifica en la regresién en funcién de
las componentes principales— los coeficientes de regresion asociados a cada varia-
ble, no son mas que los coeficientes de correlacion lineal de BRAVAIS-PEARSON
entre la variable a explicar y las variables explicativas respectivamente.

La ecuacién de prediccién lineal, en funcién de las variables normalizadas por el
primer caso se expresa de la siguiente manera
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. Jj=r
(1 _ * /1
y = z Fyx; X
j=1

Deshaciendo el cambio, llegamos a la ecuacién de prediccién, en funcién de las
variables originales

j=p

. SCD, SCDy

y =|Yy- )\ j r}h,\‘_; Xj
2j=1 SCDM / Z

La ecuacién de prediccién lineal en funcién de las variables normalizadas en el
segundo caso, se expresa de la siguiente manera:

J=p

e} = op
y Zr\ x; Xj

Jj=1

Deshaciendo el cambio, llegamos a la misma ecuacién de prediccién, en funcién
de las variables originales que en el caso anterior.

PREFERENCIA POR UNA Y OTRA NORMALIZACION DE LOS DATOS
PARA DISTINTOS INVESTIGADORES

Dentro del conjunto de investigadores que escriben sobre el tema de Analisis Es-
tadistico Multidimensional, unos utilizan el primer tipo y otros el segundo.

Asi,citaremos, entre los que utilizan el primero a: DRAPER y SMITH (1981,
p-263), IEMMA y PALM (1995,p.3) y, MONTGOMERY y RUNGER (1996, p.614)
y, a: TENENHAUS, GAUCHI y MENARDO (1995, p.20), Louis LEGENDRE y Pie-
rre LEGENDRE (1998, pp.132-139), JAMBU (1999, p.64) para el segundo tipo.

JAMBU justifica en su libro por qué divide por (n-1) y no por n para el calculo
de la varianza.

En el paquete de programas STATITCF 4.0(1991), la normalizacién de datos se
hace mediante el segundo tipo.

Hacemos alusién a este programa porque, parte de los resultados que contempla-
mos en el ejercicio prictico contenido al final de esta nota, ha sido realizado con el
programa de regresién lineal miltiple contenido en el mismo cuyo responsable cien-
tifico es TOMASSONE(1987).

EL ALGORITMO DE REGRESION PLS1

La exposicién de la regresién PLS —que nosotros sepamos— se contempla tanto
en libros como, en articulos en inglés y francés.En cuanto concierne a libros en inglés
hemos de destacar, el d¢ WOLD(1885), el de LOHMOLLER(1989) y el de MARTENS
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y NEAS(1989) y, en francés, el de BRY(1996,pp.73-82) y el de TENENHAUS (1998).
En lo que se refiere a los articulos en ingles, hemos de destacar el de BOOKSTEIN
(1982) y el de HOSKULDSSON (1988) y, en francés, el de GAUCHI,MENARDO y
TENENHAUS (1995).

Mientras que en la regresién PLS1, hay tan sélo una variable a explicar y p
explicativas, en la regresién PLS2 hay q variables a explicar (qg>1) y p variables
explicativas.Por el hecho de no estar contemplada en castellano, desarrollaremos en
esta nota —de la manera lo mds didédctica posible— la regresién PLS1 lineal.

ETAPAS DE LA REGRESION PLS1

1. CONSTRUIR LA PRIMERA COMPONENTE

t
DEFINIDA POR LA SIGUIENTE MANERA,

2 2 2
1‘1=W11x§ ]+W12 xé ]+"'+1/V]px§)]

J=p

= Z wij A’F]

j=1
donde,
2] 2
cov(x[/?],ym) <y s
wij = = = (j=1,....p)

Jj=p Jj=p

ZCO‘)Z(x(iZ]y))[Z/) 2 [<)’[2],x§2] >}2

J=1 J=1

De esta férmula se deduce que para obtener los coeficientes

wy (J=1,...,p)

tan sélo hay que calcular los siguientes productos escalares cldsicos:

<y[2/,x[,.')/> (j = ],...,p)
DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS

La regla general de decision para la deteccién de individuos atipicos esta basada
en que la variable aleatoria

11(1;-H) 5

H (1177])

i
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sigue la ley de FISHER-SNEDECOR con H grados de libertad para el numerador y n-
H grados de libertad para el denominador (MASSON, TRACY y YOUNG,1992),

donde,

Ti2 esla T°

de HOTELLING de la observacion i, calculada utilizando H componentes siendo igual
a

, n h=H 1"2]1

T? =- E “to(i=1,.,n)
2

(n-1) 4= sh

donde

n : es el niimero total de individuos

2
t,| :eslanormaal cuadrado dela componente h

si:eslavarianza (con divisién n-1)de

la componente h

DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS EN LA PRIMERA COMPO-
NENTE

La regla general de decisi6n para la detecciéon de individuos atipicos —para una
sola componente— bajo nuestra nomenclatura, adopta la siguiente forma:

Sigh> - 1 (1-0o) se aceptala hipotesis que
Fii

el individuo i es atipico

Sith< ;7] (1-0) se rechazala hipétesis que
Fii

elindividuo i es atipico

Esta regla de decision es equivalente a,

1

2
Sith= [ ;7 [1 - % ]il se aceptala hipotesis que

Tt
el individuo i es atipico
2
Sl A _1 g o .
ti < 1- serechazala hipotesis que
F.. 2

el individuo i es atipico
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donde

n’ B t,-zz
2
(n+1) ot

A_
tir =

F (I-¢): esla funcioninversade la funciénde
Frlvl

distribucion de la variable aleatoria F de FISHER- SNEDECOR
con 1 grado de libertad para el numeradory n -1

gradosde libertad para el denominador paraun dreade I-o

-1
F

Th-

(04 P ;2
(1 "5 ] es la funcioninversade la funcionde
1

distribucion de lavariable aleatoriaT de STUDENT - FISHER

conn-1gradosde libertad paraun drea de [1 - (;J

TR
t)" : eslanormaal cuadradode la componente t,

En el caso de que la muestra haya sido homogénea, procederemos a realizar el
siguiente apartado. En caso contrario, eliminaremos el individuo o individuos y reco-
menzaremos.

EFECTUAR LA REGRESION LINEAL SIMPLE DE

2
y([“] sobre t,

Y EL TEST DE SIGNIFICACION GLOBAL DE LA REGRESION.

En primer lugar, buscaremos la ecuacién lineal de prediccién estimada y, en segun-
do lugar comprobaremos si, la regresion lineal simple es globalmente significativa

Ecuacién lineal de prediccién estimada

La ecuacién lineal de prediccién estimada es de la siguiente forma:

7/2/' _ pl2f
Yy =Pyl

donde, la estimacion del coeficiente de regresion ha sido calculada de la siguiente
manera:
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L] = ,<y{f)],t1>, —_n-_]r 2]
1(1) Hl‘]‘:Z Ht]“ Yuyti

De ésta férmula se deduce que, el coeficiente de regresion es igual al coeficiente
de correlacién simple tan sélo cuando

1 =n-1

Situacién que, tan sélo se verifica cuando, las variables originales estdn normali-
zadas mediante el segundo tipo. En estos momentos estamos en condiciones de cal-
cular el residuo asociado a la recta de regresién mediante una simple sustraccion:

(4]

Test de significaciéon global de la regresién lineal

El test de FISHER permite determinar si, la regresién lineal simple es —global-
mente— significativa.

La regla general de decision del test de FISHER —para una componente explica-
tiva— bajo nuestra nomenclatura, adopta la siguiente forma:

]*
SiF > (1-o)la componente explicativa
n- 2 F Fn]—Z

es significativa

b

SiF < (1-o) la componente explicativa
n-2 Fri

n-2

no es significativa

donde,

2
-
1 ey <yt >2
Foo=m-2) 20 ~(n-2) | y”,]] :
n-2 ]-Vyﬂ] . (I’l-])hl]H '[<y(1)7l‘1>:l
(1)1

F i

n-2

(1-o): esla funcion inversade la funcionde
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distribucion de la variable aleatoria F de FISHER- SNEDECOR
con 1 grado de libertad para el numeradory n-2 grados de

libertad para el denominador paraun dreade I-o

2 ) 2,
< y([,)/,z, > es el productoescalar cldsico de y([,)/ con ¢,

2
t) :eslanormaal cuadradode la componente t/

En el caso hipotético de que la componente sea significativa procederemos a des-
hacer los cambios

2 2
I°det; a x! /,..-,xf,/

2 2
2°de xi ],m,xf,/ a XpsenXp

y, llegamos a la ecuacién de prediccion estimada en funcién de las variables explicadas
originales.

La ecuacién de prediccién estimada, en funcién de la variables explicadas —nor-
malizadas— mediante el segundo tipo es,
. J=p 12
(2] _ 5 2]
Yoy = ﬁun Wij Xj
j=1

Los coeficientes de regresién de esta ecuacién de prediccion estimada, som mas
faciles de interpretar para el investigador.

Si el poder explicativo de esta regresién es demasiado débil, buscamos construir
una segunda componente t,, combinacién lineal de las xj, no correlacionada con t, y,
explicando bien el residuo. Esta componente t2 es combinacién lineal de los residuos

elj de las regresiones de las variables xj sobre la componente t,. Obtenemos t, con
ayuda de la formula

t=wuentetwyen

donde

COV(eU,e]) < elelj >

W2j

Jj=p

ZCOVZ (e1jrel)

J=1

Jj=p

D
2[< e ejj >]'
j=1

Para el cédlculo de los residuos

el (J = ]::P)
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efectuamos las regresions simples de

P sobret, (j=1,...,p)

y obtenemos las rectas de prediccién estimadas:

x£2f =O}Z§2/“ t (] = 1!:p)

donde las estimaciones de los coeficientes de regresién han sido calculadas de la
siguiente manera:

T2y, (Gj=1,..,p)

oy <> Ind
aj = - 2 =
] @

En estos momentos, estamos en condiciones de calcular los residuos asociados a las
rectas de regresién, mediante una simple sustraccion,

ey G=1,..p)
Dado que ya conocemos
eYey (j=1...p)
nos resta efectuar los productos escalares clasicos
<ene;> (j=1,...p)
para calcular la componente

12

DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS PARA LA SEGUNDA COMPO-
NENTE

Para no resultar reiterativos este apartado se hard de la misma manera que para la
primera componente.

EFECTUAR LA REGRESION LINEAL SIMPLE DE
yf]z)] sobre t,
Y EL TEST DE SIGNIFICACION GLOBAL DE LA REGRESION.
En primer lugar, buscaremos la ecuacién lineal de prediccién estimada y, en se-

gundo lugar comprobaremos si la regresion lineal simple es —globalmente— signifi-
cativa.
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Ecuacién lineal de prediccion estimada

La ecuacién lineal de prediccién estimada es de la siguiente forma,

5 A12]
)/ ‘ =

(o an b2

donde la estimacién del coeficiente de regresién ha sido calculada de la siguiente
manera,

2] <)’([1Z)/:f2> _Wn-1
Bon= " 2 T Tyt
PR 2

De ésta férmula se deduce que el coeficiente de regresién es igual al coeficiente
de correlacién simple de BRAVAIS-PEARSON tan sélo cuando

ity =vn-1

Situacién que tan sélo se verifica cuando las variables originales estdn normaliza-
das mediante el segundo tipo.

En estos momentos, estamos en condiciones de calcular el residuo asociado a la
recta de regresiéon mediante una simple sustraccion:

€
Test de significaciéon global de la regresién

Para no resultar reiterativos este apartado se realiza de la misma manera que el que
mostramos con la primera componente.

3. DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS EN EL PLANO (t1-t2)
La regla general de decision para la deteccién de individuos atipicos cuando se

trata de dos componentes —adaptada a nuestra nomenclatura— adopta la siguiente
forma:

Si t],.5)2 1 se aceptala hipdtesis que

el individuo i es atipico

Si t4,.2)<1serechazala hipétesis que

el individuo i es atipico

donde
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2 2
ti1 ti

PR 2( 2.1)
Wl o0 22D

t{?l 2=
2?1

n’(n-2)

(1-06)

donde

2
Ht 1H : es lanormaal cuadradode la componente t,

2
‘JZH . eslanormaal cuadrado de la componente t2

F (I1-a): esla funcioninversade la funciénde distribucion
Fiz

de lavariablealeatoriaF de FISHER- SNEDECORcon 2 grados
de libertad parael numeradory n-2 grados de libertad para

el denominador paraun dreade I-o

En el caso de que la muestra haya sido homogénea, procederemos a realizar el
siguiente apartado. En caso contrario, eliminaremos el individuo o individuos y reco-
menzaremos.

EFECTUAR LA REGRESION LINEAL MULTIPLE

y([ZZ)] sobret, yt,
Y EL TEST DE SIGNIFICATIVIDAD GLOBAL DE LA REGRESION.

En primer lugar,buscaremos la ecuacién lineal de prediccién —estimada y, en se-
gundo lugar, comprobaremos si la regresién  lineal mdltiple es —globalmente— sig-
nificativa.

Ecuacién lineal de predicién estimada
La ecuacion lineal de prediccion estimada es de la siguiente forma:

NUA

2ff _ al2f
Yoy = ﬁuz) ﬁzm

donde las estimaciones de los coeficientes de regresi6n han sido calculadas a partir de
las siguientes formulas:

N Vn -1 Yy "1y o
Pio= "]

It
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~[2] Va-1 | Py, Py T,

20) 2
“t2|‘ ] Tt

y dado que las componentes
t1ytysonortogorales

Fun =0
y, por tanto, los estos dos estimadores, en nuestro caso concreto, toman la siguiente

forma:
~[2]  Nn-1

12)= ””“ Ty

ar2] _Nn-1

22~ )] "y

De lo que observamos de este hecho el siguiente resultado:

Al2] Al2]

ﬁ[(z} = ﬁl(l)

A[2] A[2]

ﬁZ(Z) = BZ(/)

De estas férmulas se deduce que los coeficientes de regresion son iguales a los
coeficientes de correlacion lineal de BRAVAIS-PEARSON cuando,

t;] =vn-1 ”r2”=\/ﬂ-]

Situacién que, tan sélo se verifica cuando las variables originales, estdn normali-
zadas mediante el segundo tipo. En estos momentos, estamos en condiciones de cal-
cular el residuo asociado a la linea de regresién mediante una simple sustraccion:

é:
Test de significatividad global de la regresion

El test de FISHER permite determinar si, la regresion lineal multiple es —global-
mente— significativa.

La regla general de decision del test de FISHER - para dos componentes expli-
cativas —ortogonales— bajo nuestra nomenclatura, adopta la siguiente forma:

Si FZ‘,; > 1-o) las componentes explicativas
TR P P
Fu.3

1)t

son significativas
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F (1-0)las componentes explicativas
Frs

P
SiF2;<

11yt
no sonm significativas
donde
j=2
21
Yoot
5 n- 3 = )1

2 j=2
2
1- E ¥ 2
o Yyl

o bien

RITPRRT
, n-3 Li| KYo t1>l+|t] <Y 12>

n-3 =
2| vl Wl 5> ol 51

F (1-a): esla funcioninversade la funcion de distribucion
Fis

de lavariable aleatoriaF de FISHER- SNEDECOR con 2 grados
de libertad para el numeradory n - 3 grados de libertad para

el denominador paraun dreade I-o.

rim Ll coeficientes de correlacion lineal de BRAVAIS- PEARSON

al cuadrado entrey, yt; (G=1,..,p)

2 P
”t»,-“ :normas al cuadrado de las componentes¢; (j = 1,2)

2 o 2 ;
< y{z)] ,t;>: productosescalares cldsicos de yé)] cont; (j=12

En el caso hipotético de que las componentes
11yt
sean significativas procederemos a deshacer los siguientes cambios,
2 2
1°:detiyt2 a xf ],---,xf;]

2] 2
20 dex X a xpoeox,
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y, llegamos a la ecuacién de prediccién estimada en funcién de las variables explica-

tivas originales.

Por el contrario, si el poder explicativo de esta regresion es todavia débil, busca-
mos construir una tercera componente.Esta componente, es combinacién lineal de los

residuos
(]}
de las regresiones de los residuos
ejj sobret
Obtenemos
]

con ayuda de la férmula
L=Waentwnent o twses
donde

cov(ey,ez)

w3 =

Jj=pr

Z cov’(ez)j,e2)

j=i

Para el cédlculo de los residuos
ey (j=1,...p)
efectuamos las regresiones simples de
ejjsobretz (j=1,..,p)
y obtenemos las rectas de prediccién estimadas
e =d}j t: (j=1..p)

donde las estimaciones de los coeficientes de regresiéon han sido calculadas de la

siguiente manera:

L _Seipl2>

o= 2
12

(j=1..p)
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En estos momentos, estamos en condiciones de calcular los residuos asociados a las
rectas de regresién mediante una simple sustraccion,

ey (J=1...p)

Dado que ya conocemos

ey ey (J = ],---,P)

nos resta efectuar los productos escalares cldsicos

<ez e3> G=4y0:p)

para calcular la componente

£}

A continuacién, seguiremos los mismos pasos que, los realizados para las dos
componentes anteriores.

Este procedimiento iterativo continua hasta que el nimero de componentes a rete-
ner sea significativo.

UNA CONSIDERACION PRACTICA REFERENTE A LA RETENCION DE
COMPONENTES

En el libro de TENENHAUS(1998,p.83), se contempla —de forma clara— el
método de validacién cruzada, contenido en el paquete de programas SIM-
CA(1991,1996,1998) de Svante WOLD. Este método, nos indica —de manera mas
precisa— de la que hemos expuesto con anterioridad, el nimero de componentes

tistzseestn
a retener.

EJERCICIO DIDACTICO ILUSTRATIVO DEL PROCESO METODOLO-
GICO HECHO CON UNA CALCULADORA.

Para el desarrollo del ejercicio, hemos retenido una de las tablas de datos ya
analizada en (CERMENO y DIAZ-LLANOS,2000).

Se trata de la siguiente tabla:

Tabla de datos originales

y xil xi2 xi3
15 1 2 3
31 2 5 6
37 3 6 7
49 4 7 10
57 5 9 11
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En primer lugar, procederemos a la normalizacion de la tabla de datos originales,
mediante el segundo procedimiento, ya aludido con anterioridad.

Tabla de datos normalizados
[2] (2] [2]

(2]

Vi Xil X2 X3
—1,4000646400 -1,264911064 —1,468068078 —1,370989296
-0,4175631380 -0,632455532 -0,309066963 -0,436223867
-0,0491250750 0,000000000 0,077266740 —-0,124635390

0,6877510510 0,632455532 0,463600445 0,810130038
1,1790018020 1,264911064 1,236267855 1,121718515

A partir de la tabla de datos normalizados, se deduce —fécilmente— aplicando las
formulas ya contempladas en el apartado correspondiente:no sélo una reflexion, en
cuanto a la normalizacién de los datos, para la matriz de correlaciones simples de
BRAVAIS-PEARSON entre las variables explicativas, sino también, para las correla-
ciones simples entre la variable a explicar y cada una de las explicativas.

Matriz de correlaciones

x1 x2 x3
x1 1.0000 0.9774 0.9853
X2 S 1.0000 0.9751
x3 — — 1.0000

Correlaciones entre la variable a explicar
y las explicativas

x1 x2 x3

y 0,9903 0,9893 0,9969

En segundo lugar, procederemos a la comprobacién de la posible presuncién de
multicolinealidad mediante un test no estadistico o estadistico.

ERKEL-ROUSSE(1995) seniala que, no es aconsejable realizar la deteccion de la
multicolinealidad en un modelo lineal ordinario mediante un test estadistico.Esta ase-
veracién, esta avalada por el mismo autor (1994/1995) y por MADDALA(1977).

Nosotros aplicaremos, en esta ocasion, el indice de multicolinealidad contemplado

en (BELSLEY,KUH,WELSH,1980; TOMASSONE y coll,1992,pp.149-150;
FOUCART, 1992). El indice de multicolinealidad adopta la siguiente forma,

donde
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Ajson los valores propios de la matriz de

correlaciones entre las p variables explicativas
Los valores propios de la matriz de correlaciones son los siguientes:
1,=2,9585 ),=0,0270 );=0.0145
Aplicando la férmula del indice de multicolinealidad obtenemos que
F = 35,4469

Recordemos que en (CERMENO y DIAZ-LLANOS,2000) se contrasté la multico-
linealidad mediante el test de FARRAR y GLAUBER(1967) con un nivel de signifi-
cacién del 0,01, y la sospecha de presuncién de multicolinealidad ya fue corroborada.

MONTGOMERY y RUGER (1996) proponen una regla rdpida para detectar la
multicolinealidad. Dicha regla consiste en:

Si % > 100 existe presuncionde multicolinealidad
4

donde,
A, es el primer valor propio de la matriz
de correlaciones entre las variables explicativas
A, - es eliiltimovalor propio de la matriz

de correlaciones entre las variables explicativas

En nuestro caso concreto,

A 204,0345

3
Por consiguiente, existe presuncién de multicolinealidad.

Sin embargo, si se aplica el test de KLEIN(1962) que no esta sujeto a hipdtesis
distribucionales nos da que no hay sospecha de presuncién de multicolinealidad.

Criterio del test de KLEIN

§ p2 " o
Si Ry xrgny < Ty, hay presuncionde multicolirearidad
i ., . . .
St Ry, x sy 2 Ty, 110 hay presuncionde multicolinealidad
(i#j)

Por tanto, tomamos la decision de aplicar la regresién PLS1
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PRIMERA ETAPA
CONSTRUCCION DE LA COMPONENTE t1
Para la construccién de la componente t, vamos a seguir el siguiente proceso

1:Célculo de las estimaciones de los productos escalares clasicos entre

YWyl (j=123)

<y x> =3961351751
< ),/2/’x§2/ >=3,957053177

<y*! x> = 3,987423300
2:Calculo de las estimaciones de los coeficientes
Wij (] =112;3)

wi=0,5763 vy, =0,5757 ;= 0,5801
3. Construccion de la estimacién de la componente t1
£=0,5763 7+ 0,5757 5+ 0,5801
De lo que se deduce que,

-2,369366884
-0,795436602
{1=| -0,027820325
1,101301703
2,091322107

SEGUNDA ETAPA

DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS
EN LA PRIMERA COMPONENTE

Como resultado de la aplicacién de la regla general de decision, para la deteccién
de individuos atipicos, cuando se ha retenido una sola componente, obtenemos la

siguiente tabla:
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Diagnostico de

.. A
Individuos I uep individuos atipicos
1 1,976632770 7,7086 Negativo
2 0,222778104 7,7086 Negativo
3 0,000272512 7,7086 Negativo
4 0,427045337 7,7086 Negativo
5 1,539937941 7,7086 Negativo
donde

UCD= = (0.95)=7,7086

Fq

De los resultados de esta tabla se concluye que, la muestra estudiada puede ser
considerada como homogénea.

TERCERA ETAPA

EFECTUAR LA REGRESION LINEAL SIMPLE DE
y([]z)/ sobre t,

Y EL TEST DE SIGNIFICACION GLOBAL DE LA REGRESION

i =0,5809¢,

rm =0.9982

Yoyets

F! =1659,3650

; -1
Como F} = 1659,3650es mayor que P (0,95)=10.128

F;

la componente t, es significativa

Dado que la primera componente es significativa procedemos a deshacer el primer
cambio, dando el siguiente resultado:

V2 20,3347 ¥ + 0,3344 57 + 0,3370

El segundo cambio no lo haremos dado que, al final mostraremos las ecuacio-
nes con las cuatro estrategias que hemos realizado, estando la ecuacién bajo est
situacién. :
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FE DE ERRATAS

En la pdgina 189 dice:

A partir de estos momentos, estamos en condiciones de calcular los residuos aso-

ciados a las rectas de regresion, mediante una simple sustraccion,

ern=

Debe decir:

A partir de estos momentos, estamos en condiciones de calcular los residuos aso-

0,105056868
-0,172534089
0,016085711
-0,004317112
0,055708622

en=

0,193075816
0,149184063
0,093294029

-0,170859466
0,031457189

ej3=

-0,002206047
0,023299858
-0,108563589
0,173908045
-0,086438266

ciados a las rectas de regresién, mediante una simple sustraccion,

e =

0,105056868
-0,172534089
0,016085711
-0,004317112
0,055708622

e =

-0,103075816
0,149184063
0,093294029

-0,170859466
0,031457189

;3=

-0,002206047
0,023299858
-0,108563589
0,173908045
-0,086438266




Aunque en nuestro caso, no es necesario mejorar ligeramente la regresién, buscan-
do la segunda componente t,, en este caso, la buscaremos —simplemente— para
mostrar el proceso metodoldgico.

CUARTA ETAPA
CONSTRUCCION DE LA COMPONENTE t,
Para la construccién de la componente t, vamos a seguir el siguiente proceso:
1: Célculo de los residuos
ey (j=123)
Para el calculo del residuos
ey (7=123)
efectuamos las regresiones simples de,
' sobrey, (j=1,2,3)
y obtenemos las rectas de prediccion estimadas,

2/

2]
X2 C.

X =0,57824, =0,5761t, X =0,57771,

A partir de estos momentos, estamos en condiciones de calcular los residuos aso-
ciados a las rectas de regresion, mediante una simple sustraccion,

0,105056868 U169b75816 -0,002206047
-0,172534089 0, 149184063 0,023299858
er1=| 0016085711 ey =| 0,093294029 | ;5= -0,108563589
-0,004317112 -0,170859466 0,173908045
0,055708622 0,031457189 -0,086438266

2: Calculo de las estimaciones de los productos escalares clasicos entre

eryey (7=123)
<eper>=-0,012903080
<epepy>=-0,003322689
<epers>= 0,016114989
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3: Calculo de las estimaciones de los coeficientes
wy (7=1,2,3)
wn=-0,6171 1, =-0,1593 ,,=0,7711
4: Construccion de la estimacion de la componente t2
£r=-0,6171¢,,-0,1593¢,,+0,7711¢,;

De lo que se deduce que,

-0,082993676

0,148271341
t2=| -0,078784571
0,109548397
-0,09604149

QUINTA ETAPA
DETECCION DE INDIVIDUOS ATIPICOS EN LA COMPONENTE t2
Como resultado de la aplicacién de la regla general de decision, para la deteccion

de individuos atipicos, cuando se ha retenido una sola componente, obtenemos la
siguiente tabla:

Diagnostico de

L aw A
Individuos I uep individuos atipicos

1 0,509727676 7,7086 Negativo

2 1,626906686 7,7086 Negativo

3 0,459336082 7,7086 Negativo

4 0,888096721 7,7086 Negativo

5 0,682599539 7,7086 Negativo
donde

UCD= - (0,95)=7,7086

Fy

De los resultados de esta tabla se concluye que, la muestra estudiada puede ser
considerada como homogénea.
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SEXTA ETAPA

EFECTUAR LA REGRESION LINEAL SIMPLE DE,
yff)’ sobret,

Y EL TEST DE SIGNIFICACION GLOBAL DE LA REGRESION

y([f)] =0,3599 s
ryz=0,04270

Fl =0,005479

Como F% =0,005479 s menor que ;7] (0,95)=10,128

F}

la componente t; no es significativa

Como era de esperar, la segunda componente no es significativa y, el proceso se
para.

OBSERVACIONES REFERENTES A LA LI’NEA/DE PREDICCION ESTI-
MADA POR CUATRO ESTRATEGIAS METODOLOGICAS.

1. Si aplicamos el método de regresién lineal multiple (TOMASSO-
NE,1989;1991), considerando que, todas las variables estdn normalizadas, por el se-
gundo tipo ya aludido con anterioridad, obtenemos la ecuacién de prediccién lineal
que a continuacién mostramos:

¥ =0,0946 ¥+ 0,3183 7 + 0,5934 17!

2. Si aplicamos el método de regresién progresiva (TOMASSONE,1989), consi-
derando que, todas las variables estdn normalizadas, por el segundo tipo, vamos ob-
teniendo las ecuaciones de prediccidn lineal que a continuacién mostramos:

¥ =0,9969 x¥
Desv-est.residual =0,0915

Fo, = 0,9969
r.‘Z'i:\’,z = 0’ 9937
Fl=474,829

2

V' 20,3506 x5 +0,6550 x5
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Desv-est.residual =0,0211
R, =0,9998
RZ,,, =0,9999
F3 =4508,4907

v 20,0946 x7' +0,3183 x% +0,5934 x5

3. Si aplicamos el método de regresion por etapas (DRAPER y SMITH, 1981;
BOURBONNAIS y USUNIER, 1992; BOURBONNAIS, 1998; CERMENO y DIAZ-
LLANOS, 2000), considerando que, todas las variables estdn normalizadas por el se-
gundo tipo, obtenemos la ecuacién de prediccion lineal que a continuacién mostramos,

v 20,9969 x¥

4. Si aplicamos el método de minimos cuadrados parciales (WOLD, 1985;
MARTENS y NAES, 1989; BRY, 1996; TENENHAUS, 1998), obtenemos la ecuacién
de prediccién lineal que a continuacién mostramos,

V2 =0,3347 57 +0,3344x% +0,3370

Nota:los resultados de los apartados 2 y 3 han sido obtenidos mediante el programa
de regresion lineal mdltiple contenido en el paquete de programas STATITCF 4.0
(1991).

La ultima ecuacién del apartado 2, es la misma que la del apartado 1.Ha sido
obtenida, mediante una calculadora ya que, el programa de regresion lineal multiple no
la contempla dado que, el determinante de la matriz que hay que invertir, es muy
préximo a cero.

CONCLUSIONES

— Aunque el ajuste de una nube de puntos a una linea y la deteccién de datos
atipicos datan del siglo XVIII, atn a principios del siglo XXI, se sigue —y se segui-
rdi— investigando, sobre estos temas.

— En nuestro caso concreto, hemos de indicar que, la regresién obtenida con la
cuarta estrategia (regresion PLS1), es tan buena como la de la primera estrategia
(regresion lineal multiple) pero, la de la cuarta (regresién PLS1) tiene la ventaja de,
ser perfectamente comprensible para el investigador.

— EI hecho de que la ecuacién de prediccién lineal obtenida mediante la regre-
sién PLS1, es mds comprensible para el investigador que, la obtenida mediante la
regresion lineal miltiple, se pone de manifiesto en las aplicaciones del método a datos
concretos (TENENHAUS,GAUCHI y MENARDO, 1995, pp.29,43; TENENHAUS,
1998, p.81).
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Aclaraciones mds importantes de la nomenclatura utilizada

1 . . . .
y!"! - matriz de la variable a explicar normalizada
de la siguientemanera
) -y
y(” = Y
v SCDy
2 . . . .
v/ : matriz de la variable a explicar normalizada

de la siguientemanera

121 _ Y-y

x!"': matriz de las variables explicativas normalizadas

de la siguientemanera

'[1/ Xij ” -XJ'
R
SCD_\-/

X" matriz de las variables explicativas normalizadas

de la siguientemanera
2] _ Xij X
i =

R : matriz de coerrelaciones entre las variables explicativas

Iy, ¢ Coeficiente de correlaccion lineal simple de
BRAVAIS-PEARSONentrey y x; (j=1,...p)
r\\, : estimacion del coeficiente de correlaccion lineal simple

de BRAVAIS- PEARSONentrey y x; (j=1,...,p)

Ry vy, - COCficiente de correlaccion lineal miiltiple

CRIFEY Y X XDwwer-- Xp
_restimacidndel coeficiente de correlaccion lineal
YiX X2 Xp

mitltipleentre y y Ky RgorKp
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Rim g coeficiente de determinacion
RS ys.z, * €Stimaciondel coeficiente de determinacion
B j < coeficientes de regresionlineal de
ysobrex;(j=1,..,p)
B ﬁ” : coeficientes de regresionlineal de
ym sobrex§]] G=1,.,p)
B §2] : coeficientes de regresion lineal de
ym sobrexgz] (j=1,..,p)
ﬁf] : estimadores de los coeficientes de regresionlineal
de y[” sobrex§]] (j=1,...p)
B 7] : estimadores de los coeficientes de regresionlineal
dey'! sobre x!? (j=1,..., p)
A[.”vk

ﬁ] : estimaciones de los coeficientes de regresion lineal

dey'! sobrex§” (G=1...p)

~2] ; . - o
ﬁi T : estimaciones de los coeficientes de regresion lineal

de ym sobrex§2] (j=1,..,p)
58 astimacion delcosfiients i6n d
B, - estimacion de coeficiente de regresion de
2
y{ ,)] sobret;
A2 . bn del .. d b d
B, - estimacion de coeficiente de regresion de
2
y{ 1)] sobret,
NI b delpri .. d nd
Bz * estimacion delprimer coeficiente de regresion de
2
J’([z)] sobret;yt,

ﬁéz )¢ estimacion del segundo coeficiente de regresion de

2
y([z)] sobret;yt,
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~[2] ; » . - L
‘[ii (; , - estimacion del primer coeficiente de regresion de

2
)’([3)] sobret;, 12y t3

~[2] . . - ;2
B3 estimacion del segundo coeficiente de regresion de

2
)’{3)] sobret; 12

Al2] . 5 w s
Bé (é) . estimaciéndel tercer coeficiente de regresionde

2
yfj)] sobret; 12V t3

Gl : estimaciones de los coeficientes de regresion

de x§-2] sobret;(j=1,...p)

Al

Q1 estimaciones de los coeficientes de regresion

deejjsobret;(j=1,...,p)

Ak e 3 5 de .,
G- estimaciores de los coeficientes de regresion

deeZ,sobr613 (j=1,..p

e; - residuodelaregresionde y([f)/ sobret,

ey; < residuos de las regresiones de x§2] cont;(j=1,..,p)

e - residuode y([zz )] cont;yts

eo; - residuosde las regresiones de ejjcont, (j = 1,...p)
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